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Del 1

Oppgave 1-1a
a) Regn ut integralet

JxZ ‘Inxdx

@ Losningsforslag

Siden vi skal regne ut integralet til produktet av to ulike funksjoner vil jeg forseke delvis
integrasjon. Jeg benytter DI-metoden, og velger at x* er den faktoren som skal integreres, og In x
er faktoren som skal deriveres.

O Hvordan velge hva som skal deriveres og integreres

I lignende oppgaver har vi ofte valgt & derivere den faktoren som er et polynomuttrykk, slik
at faktoren blir null etter at vi har derivert en eller flere ganger. I dette tilfellet er det likevel

lurt & velge a integrere polynomfaktoren, siden In x er litt vanskelig a integrere. I tillegg ser




vi et veldig flott menster med at (Inx)” = % og vi dermed far en rad i DI-systemet som vi

kan integrere produktet av.

D I
+ Inx x?
_ 1 1.3
X '%x

Vi ser at produktet i rad 2 er % . %x3, som vi kan integrere.

Vi kan altsa sette opp

szlnxdlenx-—x3—Jl-%x3dx
x
=lx3lnx—ljx2dx
3 3
“lemx-1.1lp.c
3 3
3 1
=—x’llnx—=)+C

Oppgave 1-1b-c

b) Bestem x nar
X
J (3t*—1)dt=0, x>-1
-1
c¢) Gi en praktisk tolkning av svaret i oppgave b).

@ Losningsforslag
Vi setter opp likningen og laser

Jx (3t*—1)dt =0

-1
[t3 - t]il =0

(x*—x) = (-1’ = (-1)) =0
(x3—x)—(—1+1):0

(x3—x)—0=0
3

x*=x=0
x(x2 - 1) =0
Denne likningen har tre lgsninger: x = 0 V x = —1 V x = 1. Vi forkaster lgsningen x = —1 siden
vi har fatt oppgitt at x > —1 i oppgaveteksten.
x=0vx=1




Oppgave 1-2
a) Finn summen av den aritmetiske rekken 3 + 7 + 11 + 15 + ... + 399,
b) Bestem kvotienten k for en uendelig geometrisk rekke som konvergerer og som har a; = 12 og
sum = 18.
c) Vis at tallet 0,75757575 ... kan skrives som en uendelig geometrisk rekke. Bruk dette til & vise at
58

1,75757575 ... = 3

@ Leosningsforslag
a) Summen av en aritmetisk rekke er gitt ved
a; +ay
L
Vi ser at differansen d = 4. For a finne ut hvor mange ledd det er i rekka var kan vi lase

399 -3
= — =

34(n—1)-4=399=—n-1 n =100

Summen av de 100 forste leddene blir altsa

3+399.1oo:%-mo:zm-mo:zowo

S100 =

b) Vivet at summen av en uendelig geometrisk rekke som konvergerer er

a a a
L ol-k="ok=1--

1-k S S

s =

Vi setter inn verdiene i uttrykket for k

18 3

ler—n

¢) Vi kan omskrive tallet som summen av en uendelig rekke med ledd pa denne méten
0,75757575 ... = 0,75 + 0,0075 + 0,000 075 + ---

Hvert av disse leddene kan vi skrive om som breker

075 =23
4
3
0,0075 = -4 = 3
100 400
3
0,000075 = —= _3

10000 40000
Vi ser et monster hvor hvert ledd er ﬁ av det forrige, altsa har vi

3 3 3 3 3 3
-+ —+ +..= + + +...
4 400 40000 4-100°  4-1001 4-1002

Vi har altsa vist at 0,75757575 ... kan skrives som en uendelig geometrisk rekke, og
med sumnotasjon blir rekka




n
lim Z 3 075757575...
n—co &4 4. 100171

Summen av rekka er gitt ved

L

Denne uendelig geometrisk rekka har a; = % ogk= 1.

3 i
g— 4 _ 99 _ 300 75 25
1—-L 100 39 99 33
100

Siden vi na vet at 0,75757575 + ... = % sa kan vi vise folgende
25 _ 58

1,75757575 ... =1+ 0,75757575 ... = 1 +
33 33

Vi har altsa vist at 1,75757575 ... = %.

Oppgave 1-3
Tabellen viser sannsynlighetsfordelingen til en stokastisk variabel X.
x 0 1 4 b
P(X=x) 030 040 0,10 0,20
E(X)=2.

Vis at b = 6, og bestem Var(X).

@ Lesningsforslag
X 0 1 4 b
P(X = x) 0,30 0,40 0,10 0,20
x-P(X =x) 0 0,40 0,40 0,20 b
(x — p)? (-2)% =4 12=1 22 =4 4% =16
(x— )’ P(X =
) 4-0,30 =1,2 1-0,40 = 0,40 4-0,10 = 0,40 16- 0,20 = 3,2
X
Tabell 5: Sannsynlighetsfordelingen til oppgave 1-3

Vi vet at forventningsverdien er summen av produktene av x - P(X = x), se rad 2 i tabell 5. Det

betyr at
0+0,40 + 0,40+ 0,200 =2 © 0,20b =12 < b =6

Vi har vist at b = 6.

Variansen til X er gitt ved
N

Var(X) = 3 (G5 = 1" - P(X = x)
i=1

Var(X) = 1,2 + 0,40 + 0,40 + 3,2 = 5,2




l Variansen Var(X) = 5,2.

Oppgave 1-4

En gartner sar 1000 frg. Frgene har en spireevne pa 70 %.
a) Hvilken av de to figurene nedenfor viser sannsynlighetstettheten for antall fre som spirer?

Husk a begrunne svaret ditt.

Figur 1

}
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Figur 2

660 670 680 690 700 710 720 740

En stokastisk variabel er normalfordelt med E(X) = 50 og o = 10.

b) Hvilken av de to figurene nedenfor viser sannsynlighetstettheten til denne stokastiske varia-
belen?

Husk & begrunne svaret ditt.

P

Figur 3
10 20 30 40 50 60 70 80 90
rort A

@ Losningsforslag

a) Vikan bruke en binomisk sannsynlighetsmodell siden vi kan regne dette som 1000 uavhen-
gige forsgk hvor freene enten spirer eller ikke spirer. Pa grunn av sentralgrensesetningen
kan vi ogsa bruke normalfordeling som en tilnserming til den binomiske fordelingen.

Var(X) = np(1 — p) = 1000 -0,7 - 0,3 = 210

I dette tilfellet er normalfordelingen en sveert god tilneerming til den binomiske fordelingen
siden variansen er mye sterre enn 5.

Vi bestemmer forventningsverdien og standardavviket
E(X)=pu=np=1000-0,7=700 og o =+210=14

Vi vet at omtrent 68 % av utfallene kommer til & havne innenfor ett standardavvik fra
forventningsverdien, altsa at P(u —o < X < y+0) = 0,68.




Vi ser at figur 1 ma ha et standardavvik pa mer enn 100, derfor ma figur 2 vaere riktig
figur.

b) Vikan bruke samme tankegang som i forrige oppgave. Vi ser at figur 4 har mye mer enn 68
% av sitt skraverte areal innenfor intervallet [ — o, u + o] = [40, 60].

Figur 3 viser sannsynlighetstettheten.

Oppgave 1-5

En bedrift produserer og selger en vare. Kostnaden K(x) i kroner er gitt ved
K(x) = 0,3x% + 10x + 3000

Her er x antall enheter produsert og solgt per uke.

a) For hvilken x-verdi er grensekostnaden lik enhetskostnaden? Gi en praktisk tolkning av svaret.
Bedriften regner med 4 selge varen for 400 kr per enhet.
b) Hvor mange enheter ma bedriften produsere og selge for at overskuddet skal bli storst mulig?
@ Leosningsforslag

a) Vikan finne grensekostnaden ved & derivere kostnadsfunksjonen

K’(x) = 2-0,3x + 10 = 0,6x + 10
Enhetskostnaden er gitt ved

K(x)  0,3x% + 10x + 3000 3000

E(x) = =0,3x + 10 + ——
x

X X

Vi setter disse lik hverandre

K’(x) = E(x)
0,6x + 10 = 0,3x + 10 + 3000
X
05— 3000
0,3x% = 3000
2 3000
0,3
x% =10000
x =100

Vi ser bort fra den negative lesningen av likningen siden vi snakker om produksjon av x
enheter.

Grensekostnaden er lik enhetskostnaden ved produksjon av 100 enheter. Dette er
ogsa den produksjonsmengden som gir de laveste enhetskostnadene.

b) Inntektene fra salget er gitt ved

I(x) = pris - x = 400x = I’(x) = 400




Vi har sterste overskudd nar grensekostnaden er lik grenseinntekten

K'(x) = I'(x)
0,6x + 10 = 400

0,6x = 390
390
x=——
0,6
3900
x=—
6
x = 650

Bedriften ma produsere og selge 650 enheter for at overskuddet skal bli sterst
mulig,.

Del 2
Oppgave 2-1

Marco skal lope maraton og starter lgpetrening. I tabellen nedenfor ser du hvor mange kilometer han

lop noen av ukene etter at han startet treningen.

Uker etter treningsstart (¢) 1 5 10 15 20
Antall kilometer lopt per uke (L) 14 32 80 115 145

a) Vis at funksjonen L gitt ved

156,31

Lt)= ———>—-
® 1+ 12,217024

er en god modell for ssmmenhengen mellom uker etter treningsstart (t) og antall kilometer lopt
per uke (L).

Forklar hvorfor en modell av denne typen kan passe godt til denne praktiske situasjonen.
b) Nar gkte antallet lopte kilometer per uke raskest, ifolge modellen?
Hvor stor var gkningen da?

Marco merket etter noen uker at lopeskoene begynte a bli slitt, og at han trengte nye sko. Han bestemte
seg for a kjope nye sko etter a ha lgpt totalt 500 km.

¢) Hvor mange uker hadde Marco lgpt da han kjepte seg nye sko?

Hvor mange kilometer hadde han lgpt i gjennomsnitt per uke for dette?

@ Lesningsforslag

a) Jeg la inn dataene i GeoGebra og gjorde en regresjonsanalyse med logistisk modell. Som
vi ser fra funksjonen som GeoGebra foreslar, si passer funksjonen L(t) godt til denne

situasjonen.

156,31

Lt)= ———>-
® 1+ 12,2170:24
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Figur 1: Regresjon av logistisk funksjon i GeoGebra

En logistisk modell vil passe godt for denne typen situasjon, siden veksten vil avta for
funksjonen neermer seg en gvre grense. Den gvre grensen er i dette tilfellet 156,3 km.
Det heres ut som en rimelig gvre grense for maratontrening (Jakob Ingebrigtsen, som er
verdensmester pa 1500 m, trener opp mot 180 km i uka pa det meste).

156.31
1+12.21 ¢ 024

® 15631
- f(t) = ——————
1221 e=* + 100
2 Vendepunkt(f)
~ {(10.4261, 78.155)}
3 f/(10.4261)
~ 9.3786
4 Integral(f,0.5,b+0.5) = 500,b
NLgs: {b=11.1882}

500
11.18

~ 44,7227

f(t) :=

-

Figur 2: Lesning av oppgave la og 1b del 2 i CAS

Vi vet at funksjonen vokser raskest i vendepunktet, sa vi finner dette med GeoGebra i linje
2.t = 10,43 tilsvarer at vi er omtrent midtveis i den ellevte uka. @kningen i vendepunktet
er det samme som den deriverte til funksjonen i vendepunktet, se linje 3 i GeoGebra.

Antall lepte kilometer gker raskest i den ellevte uka, og skningen er da pa omtrent
9,4 km per uke.



c¢) Vikan lase denne oppgaven pa flere mater, men oppgaveteksten legger pA mange méter opp
til at vi skal bruke funksjonsuttrykket fra a), og finne ut hvor mange uker det gar for arealet
under grafen blir 500 km.

A anta at L(t) har tilnzermet kontinuerlig endring kan veere en god tilnzerming siden Marco
sannsynligvis leper flere ganger i uka,

Vi kan finne en god tilneerming til svaret ved a lose likningen

b
J L(t)dt = 500
0

og deretter finne gjennomsnittet ved a dividere 500 km med antall uker b.

Vi kan finne en enda bedre tilnserming til svaret dersom vi forskyver grensene for integra-
sjonen med 0,5 mot hoyre

b+0,5
J L(t) dt = 500
0,5

Vilgser likningen i linje 4 i GeoGebra, og finner at det tar omtrent 11,19 uker foer Marco
har lept 500 km og kjeper nye sko. I gjennomsnitt har han da lept 44,7 km i uka,
se linje 5.

O Blir resultatet mer noyaktig ved a justere grensene i denne oppgaven?

Nar vi justerer grensene med +0,5 far vi et svar som er omtrent en halv uke mindre
enn hvis vi ikke justerer. Det er ikke fryktelig stor forskjell, men det er en forskjell.

Vi kan lage et eksempel for & overbevise oss selv om at det er lurt a justere grensene. La
oss se pa uke 5.1 denne uka har Marco faktisk lept 32 km, mens den logistiske modellen
overestimerer lgpslengden og gir L(5) = 33,417.

Hvis vi bruker Jf L(t)dt for & finne ut hvor langt Marco har lept i uke 5, sa vil alle
verdiene for L(¢) veere lavere enn L(5) siden grafen stiger i hele intervallet. Dermed
underestimerer vi Marcos lopsdistanse. Ved a heller flytte grensene til Lf 5? L(t) dt sa vil
L(t) < L(5) for t € [4,5,5) og L(t) > L(5) for t € (5,5,5]. Dermed vil underestimeringen
iintervallet t € [4,5,5) «jevnes ut» av overestimeringen i intervallet ¢t € (5, 5,5].
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Oppgave 2-2

En bedrift skal ansette en ny person i en stilling og har fatt 100 godt kvalifiserte sgkere. 60 av sgkerne
er kvinner, og 40 av sgkerne er menn. Ledelsen i bedriften rekker ikke & intervjue alle, derfor blir 8
kvinner og 12 menn tilfeldig invitert til intervju av ledelsen.

Fagforeningen lurer pa om dette faktisk er tilfeldig, eller om ledelsen bevisst velger menn. De ber deg
gjennomfere en hypotesetest med signifikansniva 5 %.

a) Formuler nullhypotesen H, og alternativhypotesen H; for testen. Forklar hvorfor en hyperge-

ometrisk sannsynlighetsfordeling er mest passende for denne testen.

b) Gjennomfer hypotesetesten og vurder om det er grunnlag for & si at ledelsen bevisst velger menn.

trekning veere p,, =

@ Leosningsforslag

a) Vi har en situasjon hvor vi har to ulike grupper og vi tenker oss at vi skal trekke 20 kandi-

40 _
100

Hol
Hli

11

sannsynnlighetsfordeling godt i dette tilfellet.

Pm =04
Pm > 0,4

0,4. Altsa kan vi sette opp felgende hypoteser

dater tilfeldig blant disse. Vi kan selvsagt ikke trekke den samme kandidaten til intervju
2 ganger, sa dette blir en trekning uten tilbakelegging. Derfor passer en hypergeometrisk

Hvis trekningen hadde veert tilfeldig burde sannsynligheten for & trekke en mann pa forste



@ Andre hypoteser

Vi kan selvsagt bruke andelen kvinner som utgangspunkt for hypotesene vare. Ved
tilfeldig trekning burde sannsynligheten for kvinne pa ferste trekning veere py = 0,6.
Dette gir hypotesene

HO PPk = 0,6 mot Hl e < 0,6

XX Sannsynlighet - GeoGebra

5c Q =

Fordeling ~ Statistikk

- - PX = k)
p=80=1.9695 5
Gl I PAS

k

0

1 0.0002
2 0.0013
3 0.0071
4 0.0255
5 0.0653
6 0.1242
7 01797
8 0.2008
9 0.1748
10 0.1192
11 0.0638
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 13 14 15 16 17 18 19 20 12 0.0267
13 0.0087
14 0.0022
15 0.0004

Il S

180
P( 12 <X)= 0038 R

- Hypergeometrisk fordeling ~ populasjon 100 n 40 utvalg 20

Figur 3: Hypergeometrisk hypotesetest i GeoGebra til oppgave 2-2

I GeoGebra har vi satt opp en hypergeometrisk fordeling med 100 kandidater hvorav 40 er
menn. Vi velger 20 tilfeldige kandidater. Sannsynligheten for at minst 12 av disse er menn
er P(X > 12) = 0,038.

p-verdien pa 0,038 er mindre enn signifikansnivaet pa 5 %, derfor forkaster vi
nullhypotesen.

En hypotesetest med signifikansniva 5 % gir grunnlag for a si at bedriften bevisst
velger menn foran kvinner.

Oppgave 2-3a

Avgjer om pastanden nedenfor er sann eller usann. Forklar tydelig hvordan du har resonnert.
En uendelig geometriske rekke er gitt ved 1 + (Inx — 1) + (Inx — 1)2...

. 1. 1
Pastand: Dersom x = " vil summen av rekka veere 3

@ Losningsforslag

Jeg vet at summen av en uendelig geometrisk rekke er gitt ved

dersom -1 < k < 1.




A oo 1 o 5 N
Hvis vi vi lar x = - sa vil rekka bli

1+<lnl—1>+<lnl—l)2+...

e

La oss se hva ln% — 1 blir

lnl—lzlnl—lne—1:0—1—1:—2
e

Det forste leddet i rekka er a; = 1 og det andre leddet er a; = —2, det vil si at
k=—=-2

k ligger ikke i intervallet (—1, 1), og dermed konvergerer ikke rekka.

. : : 1
Pastanden er usann, rekka konvergerer ikke nar x = e

Oppgave 2-3b

Avgjer om pastanden nedenfor er sann eller usann. Forklar tydelig hvordan du har resonnert.

2

To funksjoner er gitt ved f(x) = x> — x? —ax, der a € R, og g(x) = —x% + x

Pastand: Grafene til f og g avgrenser to omréader som er like store nar a > —1.

@ Leosningsforslag

f og g kommer til & avgrense maksimalt 2 omrader siden f er en tredjegradsfunksjon og g er en
andregradsfunksjon. For a finne disse to omradene ma vi ferst finne skjeeringspunktene mellom
grafene.

f(x):=x3—x®—ax X=

- f(x) :=x*—x*—ax
2 g =—3+x

- g(x) = —x*+x

f(x) = &(x)

Los:

{x:—\/a+1,x:0,x=\/a+1}

Figur 4: Bestemmelse av skjeeringspunktet mellom funksjoner i CAS

Jeg fant skjeeringspunktene i GeoGebra. (Vi ser her at kravet om at a > —1 gjor at vi far reelle
losninger).

La oss undersgke arealet av omradene som er avgrenset. Jeg gjor dette i GeoGebra ved a integrere
fra skjeeringspunkt til skjeeringspunkt ved hjelp av IntegralMellom.

13



IntegralMellom (f,g, —Va+1, 0)

. a24+2a+1
4
IntegralMellom (g, f,0,va+ 1)

a?+2a+1
4

-

Figur 5: Bestemmelse av arealet mellom grafene

Pastanden stemmer. Vi ser at arealene mellom grafene er like store.

Oppgave 2-4
a) Bestem en rekursiv formel for tallfalgen 1,2, 6, 15, 31, 56, ...

b) Bruk den rekursive formelen du fant i oppgave a), og lag et program som regner ut summen av
de 30 forste leddene i tallfelgen.

Husk 4 legge ved bilde av bade koden og resultatet av kjeringen.

@ Losningsforslag

a) Jeg setter opp tallene i folgen og sjekker differansene mellom hvert ledd (det er alltid et godt
tips for a finne monstre!). Jeg fant ut at differansene mellom tallene var 1, 4, 9, 16, 25, og disse
tallene kjenner jeg igjen som kvadrattallene.

Jeg sjekker om jeg finner en god sammenheng for et av leddene
as =31 =15+ 16 = 15 + 4% = g, + 4
Jeg ser at jeg kan generalisere denne sammenhengen som

Gyi1 = Gy +1°

O Alternative rekursive sammenhenger

Det finnes ogsa andre rekursive sammenhenger som som gir samme rekke:

ca,=a,_1+ (- 1)2 er den samme sammenhengen som vi nettopp fant, men den
gjelder forn > 2

o a, = (m + 1)2 + a,_1 er en sammenheng som ikke bruker n, slik at du
ikke er avhengig av & kjenne til hvor i rekka du befinner deg nar du bruker
formelen

14



[ ] @ % Thonny - [Users/stale/dev/tmp/s2-h24-rekursiv.py @...
B =] O % @ ™

s2-h24-rekursiv.py

]

a=1

sum = 1

for n in range(1, 31):
print(f'Ledd {n}: {a}. Delsum {n}: {sum}")
a=a+nx%x2
sum = sum + a

OUAWN R

w4

[«

Shell

I

Ledd 28: 6931. Delsum 28: 51184
Ledd 29: 7715. Delsum 29: 58899
Ledd 30: 8556. Delsum 30: 67455

Ld 1

>>>

Local Python 3 - Thonny's Python =

Figur 6: Program for & regne ut ledd i rekke

Jeg brukte en for-lgkke til 4 regne meg fram til delsummen til ledd nummer 30 og skrev ut
svarene i konsollen.

Summen av de 30 forste leddene er 67 455.

Q Ulike losninger pa denne oppgaven
Det finnes mange ulike lgsninger pa denne oppgaven — det viktigste er & passe pa at
ledd nr. 1 faktisk blir 1, ledd nr. 2 blir 2, ledd nr. 3 blir 6 og s& videre. Derfor er det lurt
a skrive ut alle leddene, og sjekke at de forste leddene blir riktige sammelignet med
oppgaveteksten. Her er ulike lasningsforslag til samme oppgave.

Las

2 sum = 0

3 for n in range(1, 31):

4 a=a=+(n-1) *x 2 # regner ut nytt ledd

5 sum = sum + a # finner delsummen

6 print(f"Ledd {n}: {a}. Delsum {n}: {sum}")

7

8 a=1

9 sum =1

10 for n in range(1, 30):

11 a =a + n ** 2

12 sum = sum + a

13 print(f"Ledd {n + 1}: {a}. Delsum {n + 1}: {sum}")

14

15 a =1

16 sum = 1

17 for n in range(2, 31):

18 a=1(n-1) =+ 2 + a
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19 sum = sum + a

20 print(f"Ledd {n}: {a}. Delsum {n}: {sum}")
21

22

23 a =1

24 sum = 1

25 for n in range(1, 31):

26 print(f"Ledd {n}: {a}. Delsum {n}: {sum}")
27 a = a + n **x 2

28 sum = sum + a

Oppgave 2-5
Ole vil studere i Tyskland og skal fullfore en mastergrad i lapet av 5 &r. Han undersgker hva han kan
fa i stipend og lan fra Lanekassen for & dekke opphold og skolepenger.

Etter 5 ar vil det samlede lanebelopet veere 799 273 kr. Rentesatsen er 5,242 % per ar.

Rentene i Lanekassen begynner forst a lope rett etter fullfert studium. Forste avdrag betales ett ar etter
at du har fullfert studiet. Nedbetalingstid er maks 30 ar med én termin per ar.

a) Vis at terminbelgpene Ole ma betale, blir 53 437 kr dersom han velger maks nedbetalingstid.

Det er forventet at rentesatsen blir lavere fremover. Ole regner litt pa4 det og tenker at med den
forventede rentesatsen kan han klare a betale ned lanet pa 25 ar, med det samme terminbelepet som i

oppgave a).

b) Hva ma rentesatsen veere hvis han skal klare det?

Ole tenker at han etter hvert kan klare a betale et storre terminbelgp. Han ser for seg at han betaler
samme terminbelep som i oppgave a) de 12 forste arene. Deretter gker han terminbelepet med 5 %
per termin resten av nedbetalingstiden. Han antar at rentesatsen vil veere 5,242 % per ar gjennom hele

perioden.

¢) Hvor mange ar vil det ta for lanet er nedbetalt, dersom Ole klarer dette?
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@ Losningsforslag

T .
1 Sum(m7l,l,30) = 799273,1—

NLgs: {T =53436.89825}

3437
2 sum(f’T,i,l,zs) = 799273, r

NLos: {r=1.04416}

53437 53437 -1.0512
3 Sum(1_05242i i1 12) + Sum(w .1, 13, b) = 799273,b

NLos: {b=23.63941}

Figur 7: Lesning av oppgave 5 del 2 i CAS

a) Summen av naverdiene til terminbelgpene skal veere lik lanebelopet ved annuitetslan.
Terminbelepet er ukjent, og dette ble funnet ilinje 1 i GeoGebra. Lanebelopet er 53 437 kr.

b) Summen av naverdiene til terminbelopene skal veere lik lanebelepet ved annuitetslan.
Vekstfaktoren er ukjent, og denne ble funnet i linje 2 i GeoGebra. Rentesatsen ma veere
4,416 %.

¢) Summen av naverdiene til terminbelopene skal veere lik lanebelepet ved annuitetslan. De
12 forste arene bruker vi vanlig formel, de b neste arene sa vil terminbeleopet gke med 5 %
per ar. Antall ledd i rekka er ukjent, og dette ble bestemt i linje 3 i GeoGebra. Det tar 24 ar
for lanet er nedbetalt.

2-5 med Excel

Vi kan lgse hele denne oppgaven med Excel og malsgking. Se utklippet av regnearket

For a lgse a) kan vi sette at alle terminbelapene skal veere lik det forste terminbelapet, og for &
beregne naverdien av terminbelgpet i celle D10 har jeg brukt formelen =(C10/(1+$D$5)"B10). Vi
kan da bruke malsgking pa terminbelepet og sjekke hva det ma veere for at summen skal bli lik
lanebelopet. (Obs, jeg har rundet av svaret etter malseking.)

For a lgse b) kan vi ga ned til 25 terminer og bruke malsgking pa renta hvis summen skal bli lik
laneblepet. (Obs, jeg har rundet av svaret etter malsoking.)

I oppgave c) sé har jeg satt at terminbelapet skal fra ar 13 skal veere 1,05 ganger det forrige
terminbelgpet. Ved & markere cellene i kolonne L sa kunne jeg lett finne ut at etter 24 ar ble
summen mer enn lanebelopet. Jeg fjernet terminbelopene etter ar 24.
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A B © D E| F G H I J K L
1
2 | Oppgave a | | Oppgave b | | Oppgave c
3
4 Lanebelep kr 799273,00 Lanebelgp kr 799273,00 Lanebelap kr 799273,00
5 Rente 5,24200 % Rente 4,41600 % Rente 5,24200 %
6
7 |sum kr799274,552]  [Sum kr799271,07]  |sum kr 809 418,54
8
9 Ar Terminbelgp NV TB Ar | Terminbelap NV TB Ar | Terminbelgp NV TB
10 1 kr53437,00|  kr50775,36 1 kr53437,00|  kr51177,02 1 | kr53437,000 kr50775,36
11| 2 kr53437,00|  kr48246,29 2 kr53437,00|  krd9012,63 2 | kr53437,00]  kr48246,29
12 3 kr53437,00|  kr45843,19 3 kr53437,00|  kr46939,77 3 | kr53437,000  kr45843,19
13 4 kr53437,00|  kr43559,78 4 kr53437,00|  kr44954,57 4 | k53437,00]  kr43559,78
14 5 kr53437,00]  kr41390,11 5 kr53437,00|  kr43053,34 5 | kr53437,000  kr41390,11
15 6 kr53437,00|  kr3932851 6 kr53437,00|  kr41232,51 6 | kr53437,000 k3932851
16 7 kr53437,00|  kr37369,60 7 kr53437,00|  kr39488,69 7 | kr53437,000  kr37369,60
17 8 kr53437,00|  kr35508,25 8 kr53437,00|  kr37818,62 8 | kr53437,00]  kr35508,25
18 9 kr53437,00|  kr33739,62 9 kr53437,00|  kr36219,18 9 | kr53437,000 k3373962
19 10 kr53437,00|  kr32059,09 10 kr53437,00|  kr34687,38 10 | k53437,000 kr32059,09
20 11 kr53437,00|  kr30462,25 11 kr53437,00|  kr33220,37 11 | kr53437,00  kr30462,25
21 12 kr53437,00|  kr28944,96 12 | Kkr53437,00]  kr31815,40 12 | kr53437,00 kr28944,96
22 13 kr53437,00|  kr27503,24 13 kr53437,00|  kr30469,86 13 | k56108,85| kr28878,40
23 14 kr53437,00|  kr26133,33 14 | Kkr53437,00] kr29181,21 14 | k58914,29] Kkr28812,00
24 15 kr53437,00|  kr24831,66 15 kr53437,00|  kr27947,07 15 | kr61860,01| kr28745,75
25 16 kr53437,00|  kr23594,82 16 | kr53437,00|  kr26765,12 16 | kr64953,01| kr28679,65
26 17 kr53437,00|  kr22419,58 17 | Kkr53437,00]  kr25633,16 17 | kr68200,66| kr28613,70
27 18 kr53437,00]  kr21302,88 18 kr53437,00|  kr24549,07 18 | kr71610,69| kr28547,90
28 19 kr53437,00|  kr20241,81 19 | kr53437,00] kr23510,84 19 | k75191,23| kr2848225
29 20 kr53437,00|  kr19233,58 20 kr53437,00|  kr22516,51 20 | kr78950,79| k2841676
30 21 kr53437,00|  kr18275,58 21 kr53437,00|  kr21564,23 21 | kr82898,33|  kr28351,42
31 22 kr53437,00|  kr17365,29 22 | Kkr53437,00  kr20652,23 22 | kr8704324|  kr28286,23
32 23 kr53437,00|  kr16500,34 23 kr53437,00|  kr19778,80 23 | kr9139540| k2822118
33 24 kr53437,00|  kr15678,48 24 | Kkr53437,00)  kr18942,30 24 | kr95965,17|  kr28156,29
34 25 kr53437,00|  kr14897,55 25 kr53437,00|  kr18141,19
35 26 kr53437,00|  kr1415551
36 27 kr53437,00|  kr13450,44
37 28 kr53437,00|  kr12780,49
38 29 kr53437,00|  kr1214391
39 30 kr53437,00)  kr11539,03

Figur 8: Lesning av oppgave 5 del 2 i Excel
Oppgave 2-6

En bedrift produserer og selger en vare. Kostnaden K(x) i kroner er gitt ved
K(x) = 0,2x% + 50x + 1500
der x er antall enheter.
Ettersperselen etter varen er gitt ved
E(p) = 300e~001P
der p er prisen per vare i kroner

a) Regn ut E(30). Gi en praktisk tolkning av svaret du far.

b) Finn et uttrykk I(x) for inntekten som en funksjon av antall solgte enheter.

18



@ Losningsforslag

@ Kostnadsfunksjon
I oppgaven far vi oppgitt en kostnadsfunksjon K(x), men jeg kan ikke se at vi har noen som

helst bruk for den i lesningen.

a) E(30) = 3000130 = 2222

Ettersporselen etter varen er 222,2 enheter nar prisen er 30 kr per vare. Det betyr
at vi kan forvente a selge 222 enheter dersom vi prisen varen til 30 kr.

b) Vi lar ettersporselen E(p) veere lik x (antall solgte varer), og laser med hensyn pa p, se linje
3 i GeoGebra.

{1 E(p) :=300 ¢ X=
® E(p) := 300 ewP
2 E(30)

~ 222.2455

5 Les(x = E(p), p)

= {p=-100In(555)}

I(x) : = x- HayreSide($3)
= {1001 1))

Figur 9: Lesning av oppgave 6 del 2 i CAS

4

Inntektene er gitt ved antall solgte varer x prisen per vare.

19 = - p = - (~1001a{ 355 )} = ~tousal )
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